
۱ فصل

R۳ اقلیدسͬ فضای در رویەها

مقدمه
ابزارهای از استفاده R۳با اقلیدسͬ فضای در رویەها سراسری حدی تا و موضعͬ هندسه مطالعه فصل این هدف
سپس ͬ کنیم، م معرفͬ پارامتری توابع صورت به را رویەها است. هندسه دیفرانسیل و تحلیل ریاضی
خواص و میانگین و گاوسͬ انحنای دوم، و اول بنیادی فرم نرمال، بردار مماس، صفحه منظم، رویه مفهوم
و کرده بیان کیفͬ صورت به را رویەها بنیادی قضیه و گاوس اگرەگیم قضیه ادامه، در ͬ کنیم. م بررسͬ را ذاتͬ

ͬ کنیم. م معرفͬ را کاتنوید) و هلیͺویید جمله (از مینیمال و خط انداز رویەهای از مثال هایی
است تمرین هایی و (ͷگرافی سطح مخروط، استوانه، (کره، ͷکلاسی مثال های بر تمرکز فصل، طول در

دارند. را پایان ترم و میان ترم آزمون های در استفاده قابلیت هم و مناسب اند مفهومͬ فهم برای هم که

مختصات وصله و پارامتری رویه ۱ .۱

R۳ به هموار نگاشتͬ تحت R۲ در باز ناحیەی ͷی تصویر صورت به را «رویه» ͷی که است این اصلͬ ایدەی
بͽیریم. نظر در

Ck کلاس همواری با نگاشتͬ X : U → R۳ و باز ناحیەای U ⊂ R۲ گویی پارامتری). (رویه ۱ .۱ تعریف
ͬ نامیم. م (coordinate patch) مختصات وصله یا پارامتری رویه ͷی را X آنگاه باشد. (k ≥ ۲ (معمولا˟

نوشتن ،(u, v) ∈ U برای

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

است. متداول

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را v و u به نسبت X اول جزئͬ مشتقات .۲ .۱ تعریف

Xu(u, v) =
∂X

∂u
(u, v), Xv(u, v) =

∂X

∂v
(u, v).

صفحه (صفحه). ۳ .۱ مثال

Π = {(x, y, z) ∈ R۳ : z = ۱}
پارامترسازی با ͬ توان م را

X(u, v) = (u, v,۱), U = R۲

صورت این در نوشت.
Xu = (۱,۰,۰), Xv = (۰,۱,۰).

۱
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واحد کره واحد). (کره ۴ .۱ مثال

S۲ = {(x, y, z) ∈ R۳ : x۲ + y۲ + z۲ = ۱}

کرد: پارامتری کروی مختصات با قطب ها بدون ناحیەی در ͬ توان م را

X(u, v) = (cos u cos v, cos u sin v, sin u),

است. جغرافیایی طول زاویه v ∈ (۰,۲π) و عرض زاویه u ∈ (−π
۲ ,

π
۲ ) آن در که

R۳ در ͷکلاسی سطوح انواع ۱ .۱ .۱

ͬ شویم. م مواجه زیاد رویەها از مهم خانوادەی چند با کاربردها، از بسیاری در

پارامترسازی با آن گراف سطح باشد، هموار تابعͬ f : R۲ → R اگر تابع). ͷی گراف (سطح ۵ .۱ مثال

X(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ U ⊂ R۲

مهم اند. بسیار عددی آنالیز در و جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات در رویەها نوع این ͬ آید. م بەدست

محور حول و باشد xz صفحەی در همواری خم c(u) = (r(u),۰, z(u)) اگر چرخشͬ). (سطح ۶ .۱ مثال
است: چرخشͬ سطح حاصل سطح شود، داده دوران z

X(u, v) = (r(u) cos v, r(u) sin v, z(u)), v ∈ [۰,۲π).

ͬ اند. چرخش سطوح از مثال هایی کاتنوید و استوانه کره،

a ∈ R۳ ثابت بردار ͷی جهت در و باشد صفحەای در همواری خم c(u) اگر استوانەای). (سطح ۷ .۱ مثال
حاصل سطح شود، منتقل

X(u, v) = c(u) + v a

است. سطوح این از مهمͬ نمونەی دایرەای استوانەی ͬ نامند. م استوانەای سطح را

استوانەای اند. و چرخشͬ سطوح از ترکیبی سازەای) قطعات لولەها، (مخازن، مهندسͬ سطوح از بسیاری .۸ .۱ نکته
است. پوستەها روی کرنش و تنش تحلیل پایەی سطوح، این بنیادی فرم های شناخت

منظم رویه ۲ .۱

آن جزئͬ مشتقات باید کند، توصیف R۳ در «خوب» دوبعدی رویه ͷی واقعاً پارامترسازی ͷی اینکه برای
باشند. خطͬ مستقل

.(u۰, v۰) ∈ U و باشد پارامتری رویه ͷی X : U → R۳ گویی نقطه). ͷی در منظم (رویه ۹ .۱ تعریف
بردارهای اگر است منظم (u۰, v۰) در X ͬ گوییم م

Xu(u۰, v۰), Xv(u۰, v۰)

معادل بەطور باشند. خطͬ مستقل

Xu(u۰, v۰)×Xv(u۰, v۰) 6= ۰.

ͬ نامیم. م منظم رویه ͷی را آن باشد، منظم U نقاط تمام در X اگر
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بردارهای ،X(u, v) = (u, v,۱) صفحه برای .۱۰ .۱ مثال

Xu = (۱,۰,۰), Xv = (۰,۱,۰)

است. منظم پارامترسازی این پس ͬ اند، خط مستقل جا همه در

که ͬ دهد م نشان خارجͬ ضرب و مشتقات محاسبه واحد، کره مثال در (کره). ۱۱ .۱ مثال

Xu(u, v)×Xv(u, v) 6= ۰

وصلەی ͷی در قطب ها مانند شدەاند، حذف دامنه از که نقاطͬ (بەجز پارامترسازی دامنه در (u, v) همەی برای
است. منظم رویەای پارامترسازی بنابراین خاص).

بͽیرید: نظر در را راست مخروط پارامترسازی (مخروط). ۱۲ .۱ مثال

X(u, v) = (u cos v, u sin v, u), u > ۰, v ∈ (۰,۲π).

خطͬ مستقل جزئͬ مشتقات مخروط) (نوک u = ۰ در اما است، منظم پارامترسازی u > ۰ با نقاط تمام در
نیست. منظم نقطه آن در رویه و نیستند

رویه انتزاعͬ تعریف ۳ .۱
زیر صورت به را رویه ͬ توان م مفهوم، نظر از ولͬ است؛ R۳ در تعبیەشده رویەهای روی ما تمرکز درس این در

کرد. تعریف نیز

است S ͷتوپولوژی فضای ͷی دو بعدی) خمینه (یا رویه ͷی دو بعدی). خمینه بەعنوان (رویه ۱۳ .۱ تعریف
مختصات نقشەی با که است ͬ ای ͽهمسای دارای p ∈ S نقطەی هر بەطوری که

φ : V ⊂ S → U ⊂ R۲

ساختار وجود صورت در هموارند. نقشەها بین مختصات تبدیلات و است هومئو مورف R۲ از باز ناحیەای به
ͬ نامیم. م هموار دو بعدی مانفولد ͷی را S سازگار، دیفرانسیلͬ

است. R۳ در تعبیەشده منظم رویه ͷی منظور ͬ گوییم، م سخن «رویه» از جا هر فصل، این در

دیفرانسیل پذیر نگاشت های و پارامتر تغییر ۴ .۱
تولید را روی تصویر همان که باشیم داشته متفاوتͬ پارامترسازی های است ممͺن رویه، ͷی توصیف برای

مرتبط اند. هم به مختصات تغییر با پارامترسازی ها این ͬ کنند. م

منظم پارامترسازی دو X̃ : Ũ → R۳ و X : U → R۳ گویی معادل). (پارامترسازی های ۱۴ .۱ تعریف
معکوس پذیر و هموار نگاشتͬ اگر هستند معادل دو این ͬ گوییم م باشند.

ϕ : Ũ → U

که بەطوری باشد داشته وجود
X̃ = X ◦ ϕ.

ͬ شود. م نامیده مختصات تبدیل یا پارامتر تغییر ͷی ϕ صورت این در
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توصیف را S یͺسان رویەی که باشند منظم پارامترسازی دو X̃ : Ũ → S و X : U → S اگر .۱۵ .۱ قضیه
مختصات انتقال نقشەی آنگاه ͬ کنند، م

ϕ = X−۱ ◦ X̃ : Ũ → U

نیست. صفر نقطەای هیچ در آن ژاکوبی دترمینان و است Ck کلاس دیفئومورفیسم ͷی

محلͬ پارامترسازی انتخاب از مستقل رویه روی دیفرانسیلͬ ساختار که ͬ کند م توجیه قضیه این .۱۶ .۱ نکته
ͬ اند. محل مختصات فقط u, v پارامترهای است؛

نگاشت دیفرانسیل و نرمال بردار مماس، صفحه ۵ .۱

مشتق ،p در مماس بردار ͷی .p ∈ S و باشد منظم رویەای S ⊂ R۳ گویی مماس). (فضای ۱۷ .۱ تعریف
خطͬ فضای ͷی بردارها این تمام مجموعەی .α(۰) = p که است p در α : (−ϵ, ϵ) → S هموار خم ͷی

ͬ شود. م نامیده TpS مماس فضای که ͬ دهد م تشͺیل را دوبعدی

آنگاه ،p = X(u۰, v۰) و باشد پارامترسازی ͷی X : U → S اگر

TpS = span{Xu(u۰, v۰), Xv(u۰, v۰)}.

TpS بر عمود فضای ،p ∈ S هر برای باشد. منظم رویەای S گویی واحد). نرمال (بردار ۱۸ .۱ تعریف
داشتن صورت در باشد. عمود TpS بر که است واحدی بردار p در واحد نرمال بردار ͷی است. یͷ بعدی

نوشت ͬ توان م ،Xu, Xv مشتقات و X پارامترسازی

N(p) =
Xu(u۰, v۰)×Xv(u۰, v۰)

‖Xu(u۰, v۰)×Xv(u۰, v۰)‖
.

داریم X(u, v) = (u, v,۱) صفحه برای (صفحه). ۱۹ .۱ مثال

Xu = (۱,۰,۰), Xv = (۰,۱,۰),

پس
N = (۰,۰,۱)

است. ثابت واحد نرمال ͷی

آنگاه ،p ∈ S۲ اگر واحد، کره برای (کره). ۲۰ .۱ مثال

N(p) = p

بیرونͬ). (جهت گیری است واحد نرمال میدان ͷی

و باشد رویه دو بین هموار نگاشتͬ f : S۱ → S۲ گویی رویەها). بین نگاشت (دیفرانسیل ۲۱ .۱ تعریف
خطͬ نگاشت p در f دیفرانسیل .p ∈ S۱

dfp : TpS۱ → Tf(p)S۲

صورت به (α(۰) = p با α خم ͷی (برای v = α′(۰) مماس بردار هر بر که است

dfp(v) = (f ◦ α)′(۰)

ͬ شود. م اعمال



۵ اول بنیادی فرم .۶ .۱

اول بنیادی فرم ۶ .۱

روی زاویەها و طول ها درباره اطلاعاتͬ و ͬ کند م توصیف را R۳ از رویه روی القاشده ͷمتری اول بنیادی فرم
ͬ آورد. م فراهم رویه

نقطەی هر در باشد. منظم پارامترسازی X : U → S ⊂ R۳ گویی اول). بنیادی (فرم ۲۲ .۱ تعریف
ضرایب (u, v) ∈ U

E = 〈Xu, Xu〉 , F = 〈Xu, Xv〉 , G = 〈Xv, Xv〉

دوخطͬ فرم پس ͬ شوند. م تعریف

I = E du۲ + ۲F du dv +Gdv۲

با است برابر {Xu, Xv} پایەی در I با متناظر ماتریس ͬ نامیم. م اول بنیادی فرم را

I =

(
E F
F G

)
.

α(t) = بەصورت که باشد همواری خم α : [a, b] → S گویی رویه). روی خم (طول ۲۳ .۱ گزاره
خم طول آنگاه ͬ شود. م نوشته X(u(t), v(t))

L(α) =

∫ b

a

√
〈α′(t), α′(t)〉 dt

با است برابر اول بنیادی فرم حسب بر

L(α) =

∫ b

a

√
E u′(t)۲ + ۲F u′(t)v′(t) +Gv′(t)۲ dt.

ͬ دهد م نشان محاسبه کروی، پارامترسازی در واحد). (کره ۲۴ .۱ مثال

E = ۱, F = ۰, G = cos۲ u.

اول: بنیادی فرم پس
I = du۲ + cos۲ u dv۲.

واحد استوانه برای واحد). (استوانه ۲۵ .۱ مثال

X(u, v) = (cos u, sin u, v)

داریم
Xu = (− sin u, cos u,۰), Xv = (۰,۰,۱),

لذا و
E = ۱, F = ۰, G = ۱.

بنابراین
I = du۲ + dv۲.
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اول بنیادی فرم تکمیلͬ تمرین های

:X(u, v) = (u, v, f(u, v)) پارامترسازی با z = f(x, y) تابع گراف برای .(⋆) ۲۶ .۱ تمرین

.Xv = (۰,۱, fv) و Xu = (۱,۰, fu) دهید نشان .۱

که کنید بررسͬ تکراراً و کنید پیدا را اول بنیادی فرم ضرایب .۲

I = (۱ + f۲
u ) du

۲ + ۲fufv du dv + (۱ + f۲
v ) dv

۲.

چرخشͬ سطح .(⋆⋆) ۲۷ .۱ تمرین

X(u, v) = (r(u) cos v, r(u) sin v, z(u))

بͽیرید. نظر در را

کنید. محاسبه را Xv و Xu .۱

صورت به اول بنیادی فرم دهید نشان .۲

I = (r′(u)۲ + z′(u)۲) du۲ + r(u)۲ dv۲

است. F = ۰ یعنͬ است،

دهید. توضیح را
√

r′(u)۲ + z′(u)۲ و r(u) هندسͬ تفسیر .۳

هلیͺویید برای .(⋆⋆) ۲۸ .۱ تمرین

X(u, v) = (v cos u, v sin u, u),

مختصات دستگاه (u, v) آیا کنید بررسͬ آورید. بەدست را ͷمتری ماتریس و کنید محاسبه را اول بنیادی فرم
خیر. یا هستند (isothermal) همسان زاویه

سطحͬ انتگرال و رویه مساحت ۷ .۱
صورت به رویه مساحت عنصر قبل، بخش نمادگذاری با مساحت). (عنصر ۲۹ .۱ تعریف

dA =
√
EG− F ۲ du dv

ͬ شود. م تعریف

با است برابر S مساحت باشد. منظم رویەای S = X(U) گویی رویه). (مساحت ۳۰ .۱ گزاره

Area(S) =

∫
U

√
EG− F ۲ du dv.

و v ∈ [۰,۲π] ،u ∈ [۰, π۲ ] دامنه با واحد، کره بالایی نیم کرەی برای نیم کره). (مساحت ۳۱ .۱ مثال

I = du۲ + cos۲ u dv۲,

مساحت: عنصر
dA =

√
۱ · cos۲ u− ۰ du dv = cos u du dv.

پس

Area =

∫ ۲π

۰

∫ π/۲

۰
cos u du dv = ۲π.



۷ (ͬͺمتری (دیدگاه ͬͺژئودزی طول و رویه روی خم ها .۸ .۱

،v ∈ [a, b] و u ∈ [۰,۲π] با واحد استوانه برای استوانه). از بخش ͷی (مساحت ۳۲ .۱ مثال

dA =
√

۱ · ۱ − ۰ du dv = du dv,

نتیجه در و

Area =

∫ b

a

∫ ۲π

۰
du dv = ۲π(b− a).

(راهنما: کنید. محاسبه کروی پارامترسازی و مساحت فرمول از استفاده با را واحد کره مساحت .۳۳ .۱ تمرین
ͬ شود.) م داده پوشش نیم کره دو صورت به کره

سطوح مساحت از بیشتر مثال های

نظر در را ناحیەای واحد، کرەی برای عرض). و طول محدودەی در کره از بخش ͷی (مساحت ۳۴ .۱ مثال
مساحت دهید نشان ͬ شود. م مشخص کروی پارامترهای در v ∈ [γ, δ] و u ∈ [α, β] شرایط با که بͽیرید

با است برابر ناحیه این

Area =

∫ δ

γ

∫ β

α

cos u du dv = (δ − γ)(sin β − sinα).

دارد. کاربرد کره روی مناطق مساحت محاسبەی برای جغرافیایی ژئودزی در فرمول این

عنصر ،D ⊂ R۲ ناحیەی روی z = f(x, y) گراف برای گراف). سطح از بخشͬ (مساحت ۳۵ .۱ مثال
مساحت

dA =
√

۱ + f۲
x + f۲

y dx dy

با است برابر D روی گراف مساحت نتیجه در است.

Area =

∫
D

√
۱ + f۲

x + f۲
y dx dy.

ͬ رود. م کار به ظرف) ͷی در مایع سطح (مثلا́ ͬͺفیزی مدل سازی های در تماس سطح محاسبەی در فرمول این

D = {(x, y) : x۲+y۲ ≤ واحد ͷدیس روی را z = x۲+y۲ تابع گراف مساحت .(⋆⋆) ۳۶ .۱ تمرین
کنید.) استفاده قطبی مختصات از (راهنما: کنید. محاسبه ۱}

(ͬͺمتری (دیدگاه ͬͺژئودزی طول و رویه روی خم ها ۸ .۱

اول بنیادی فرم با منظم رویەای S ⊂ R۳ گویی

I = E du۲ + ۲F du dv +Gdv۲

خم اگر باشد.
α : [a, b] → S, α(t) = X(u(t), v(t))

با است برابر (R۳ از مستقیم استفادەی (بدون القاشده ͷمتری اساس بر آن طول باشد، داشته قرار S روی

L(α) =

∫ b

a

√
E u′(t)۲ + ۲F u′(t)v′(t) +Gv′(t)۲ dt.



R۳ اقلیدسͬ فضای در رویەها .۱ فصل ۸

به و است کافͬ اول بنیادی فرم فقط خم ها، طول اندازەگیری برای که ͬ دهد م نشان فرمول این .۳۷ .۱ نکته
است. ذاتͬ» «خواص مفهوم پایەی نکته این نیست؛ نیازی R۳ در رویه تعبیەی

خم X(u, v) = (cos u, sin u, v) واحد استوانەی روی استوانه). روی افقͬ دایرەای (خم ۳۸ .۱ مثال

α(t) = X(t, v۰) = (cos t, sin t, v۰)

اول بنیادی فرم از استفاده با است. ۲π با برابر [۰,۲π] بازەی در خم این طول دهید نشان بͽیرید. نظر در را

I = du۲ + dv۲

دهید. انجام (u, v) دستگاه در فقط را محاسبه این

خم برای .(⋆) ۳۹ .۱ تمرین

α(t) = X(u(t), v(t))

فرم با واحد کرەی روی
I = du۲ + cos۲ u dv۲

ندارد. دخالتͬ R۳ در کره تعبیەی شͺل و دارد بستگͬ آن ها مشتقات و u, v به فقط خم طول دهید نشان

جهت پذیر فشرده رویەهای و جهت پذیری ۹ .۱

نگاشتͬ واحد نرمال میدان ͷی باشد. منظم رویه ͷی S ⊂ R۳ گویی واحد). نرمال (میدان ۴۰ .۱ تعریف
هموار

N : S → R۳

باشد. واحد و عمود TpS بر N(p) بردار ،p ∈ S هر برای که بەطوری است

سراسری هموار واحد نرمال میدان اگر ͬ نامیم م جهت پذیر را S منظم رویەی (جهت پذیری). ۴۱ .۱ تعریف
داریم. (−N و N (مطابق ممͺن جهت گیری دو صورت این در باشد. داشته وجود آن روی N : S → S۲

استوانه برای و N(p) = p کره، برای جهت پذیرند. رویەهایی واحد، استوانەی و S۲ واحد کره .۴۲ .۱ مثال

N(cos u, sin u, v) = (cos u, sin u,۰)

ͬ اند. طبیع انتخاب های

نرمال میدان ͬ توان نم زیرا R۳است، از غیرجهت پذیر زیرمجموعەای موبیوس نوار موبیوس). (نوار ۴۳ .۱ مثال
ͬ دهد. م علامت تغییر نرمال جهت نوار، روی حرکت دور ͷی با کرد؛ تعریف آن روی سراسری هموار واحد

جهت گیری دو دقیقاً (و است جهت پذیر یا آنگاه باشد، R۳ در متصل و منظم رویەای S اگر .۴۴ .۱ قضیه
نیست. جهت پذیر اصلا́ یا دارد)،

و بسته R۳ از زیرمجموعەای بەعنوان اگر ͬ نامیم م فشرده را S رویە جهت پذیر). فشرده (رویه ۴۵ .۱ تعریف
ͬ گوییم. م جهت پذیر فشرده رویه آن به باشد، نیز جهت پذیر این بر علاوه اگر باشد. کراندار



۹ گاوس نگاشت .۱۰ .۱

گاوس نگاشت و جهت پذیری تکمیلͬ تمرین های

و بنویسید صریح بەطور را گاوس نگاشت بیرونͬ، جهت گیری با واحد استوانەی برای .(⋆⋆) ۴۶ .۱ تمرین
است.) استوایی دایرەی ͷی تصویر (راهنما: کنید. توصیف S۲ در را آن تصویر

کنید: پارامترسازی R۳ در زیر بەصورت را موبیوس نوار .(⋆⋆⋆) ۴۷ .۱ تمرین

X(u, v) =
(
(۱ + v

۲ cos
u
۲) cos u, (۱ + v

۲ cos
u
۲) sin u,

v
۲ sin

u
۲
)
,

.v ∈ [−۱,۱] و u ∈ [۰,۲π] آن در که

است. منظم نقطەای هر در پارامترسازی این دهید نشان .۱

کرد. تعریف سطح این روی سراسری هموار واحد نرمال میدان ͬ توان نم که کنید استدلال .۲

گاوس نگاشت ۱۰ .۱

باشد، N : S → S۲ هموار واحد نرمال میدان با جهت پذیر رویەای S اگر گاوس). (نگاشت ۴۸ .۱ تعریف
تابع همان گاوس نگاشت

N : S → S۲, p 7→ N(p)

ͬ کند. م ارسال واحدش نرمال بردار به را رویه نقطەی هر که است

صفحه، روی .N(p) = p است: همانͬ گاوس نگاشت بیرونͬ، جهت گیری با واحد کره روی .۴۹ .۱ مثال
است. ثابت گاوس نگاشت

گاوس نگاشت دیفرانسیل ،p ∈ S هر در گاوس). نگاشت (دیفرانسیل ۵۰ .۱ تعریف

dNp : TpS → TN(p)S
۲

ͬ گیرد. م اندازه مماس جهت های در را نرمال میدان تغییرات که است خطͬ نگاشت ͷی

شͺل عمل و دوم بنیادی فرم ۱۱ .۱

نگاشت p ∈ S هر برای باشد، N واحد نرمال میدان با جهت پذیر رویەای S اگر (شͺل عمل). ۵۱ .۱ تعریف
خطͬ

Sp : TpS → TpS, Sp(v) = − dNp(v)

ͬ شود. م نامیده وینگارتن نگاشت یا شͺل عمل

دوخطͬ فرم دوم). بنیادی (فرم ۵۲ .۱ تعریف

IIp : TpS × TpS → R, IIp(u, v) = 〈Sp(u), v〉 = −〈dNp(u), v〉

است. p در دوم بنیادی فرم



R۳ اقلیدسͬ فضای در رویەها .۱ فصل ۱۰

با را دوم بنیادی فرم ضرایب ،X پارامترسازی و (u, v) مختصات در

e = 〈Xuu, N〉 , f = 〈Xuv, N〉 , g = 〈Xvv, N〉

صورت این در ͬ کنیم. م تعریف

II = e du۲ + ۲f du dv + g dv۲

با برابر {Xu, Xv} پایەی در آن ماتریس و

II =

(
e f
f g

)
.

رابطەی توسط {Xu, Xv} پایەی در Sp شͺل عمل بالا، نمادگذاری با .۵۳ .۱ قضیه

[Sp] = I−۱II

ͬ شود. م بیان

ͬ توان م طرفͬ از .Sp = −Id پس ،dNp = Id لذا و N(p) = p واحد، کره برای واحد). (کره ۵۴ .۱ مثال
داد نشان

II = I,

یͺسان اند. مناسب) جهت گیری (با دوم و اول بنیادی فرم های یعنͬ

انحناها تکمیلͬ تمرین های
:X(u, v) = (cos u, sin u, v) واحد استوانەی برای .(⋆⋆) ۵۵ .۱ تمرین

کنید. پیدا را N واحد نرمال بردار .۱

کنید. محاسبه را دوم بنیادی فرم e, f, g ضرایب .۲

مناسب). جهت گیری (با H = ۱
۲ و K = ۰ دهید نشان .۳

و X(u, v) = (u, v, f(u, v)) پارامترسازی با z = f(x, y) گراف سطح برای .(⋆⋆⋆) ۵۶ .۱ تمرین
هموار: f فرض

کنید. محاسبه fu, fv حسب بر را N واحد نرمال .۱

بنویسید. f دوم مرتبەی مشتقات حسب بر را e, f, g دوم بنیادی فرم ضرایب .۲

بەشͺل را K فرمول .۳

K =
fxxfyy − f۲

xy

(۱ + f۲
x + f۲

y )
۲

کنید. استخراج



۱۱ میانگین انحنای و گاوسͬ انحنای .۱۲ .۱

میانگین انحنای و گاوسͬ انحنای ۱۲ .۱
Sp : TpS → TpS شͺل عمل ،p ∈ S هر در میانگین). و گاوسͬ انحنای اصلͬ، (انحناهای ۵۷ .۱ تعریف
انحناهای که دارد k۱(p), k۲(p) حقیقͬ ویژەی مقدار دو لذا است، I ͷمتری به نسبت خودالحاق عملͽر ͷی

هستند. اصلͬ
:p در گاوسͬ انحنای

K(p) = k۱(p) k۲(p),

:p در میانگین انحنای و

H(p) =
k۱(p) + k۲(p)

۲ .

داریم: E,F,G, e, f, g نمادگذاری با .(H و K برای مختصاتͬ (فرمول های ۵۸ .۱ قضیه

K =
eg − f۲

EG− F ۲ ,

H =
۱
۲
eG− ۲fF + gE

EG− F ۲ .

پس .k۱ = k۲ = −۱ لذا و Sp = −Id واحد، کره برای واحد). (کره ۵۹ .۱ مثال

K = (−۱) · (−۱) = ۱, H =
−۱ − ۱

۲ = −۱.

ͬ دهد. نم تغییر را K ولͬ ͬ کند، م عوض را H علامت جهت گیری تغییر
نتیجه در .Sp = ۰ و dNp = ۰ پس است، ثابت N صفحه، برای (صفحه). ۶۰ .۱ مثال

k۱ = k۲ = ۰, K = ۰, H = ۰.
انحناهای از ͬͺی است؛ صاف محور امتداد در و خمیده پهلو» «از واحد استوانه واحد). (استوانه ۶۱ .۱ مثال

لذا است، غیرصفر دیͽری و صفر اصلͬ
K = ۰, H 6= ۰.

گاوس اگرەگیم قضیه و ذاتͬ خواص ۱۳ .۱

نحوەی به نه باشد، داشته بستگͬ اول) بنیادی (فرم رویه ͷمتری به فقط اگر ͬ نامیم م ذاتͬ را هندسͬ کمیت ͷی
محیطͬ. فضای در رویه تعبیەی

اول بنیادی فرم با منظم رویه ͷی S ⊂ R۳ گویی کیفͬ). بیان − گاوس اگرەگیم (قضیه ۶۲ .۱ قضیه

I = E du۲ + ۲F du dv +Gdv۲

بیان دوم مرتبه تا آن ها جزئͬ مشتقات و E,F,G برحسب صرفاً ͬ توان م را K گاوسͬ انحنای آنگاه باشد.
است. ͷمتری ذاتͬ تابع ͷی K یعنͬ کرد؛

گاوسͬ انحنای آنگاه باشند، (ایزومتری) هم طول القاشدەشان متریͷ های با S ′ و S رویەی دو اگر بەویژه،
است. برابر متناظر نقاط در

هم طولͬ نگاشت هیچ دارد، K = ۰ نقطه هر در صفحه و K = ۱ نقطه هر در واحد کره چون .۶۳ .۱ نتیجه
پهن صفحه روی کشش بدون را کره ͷی سطح ͬ توان نم بنابراین ندارد. وجود صفحه و کره باز بازەهای بین

کرد.
هم طول اقلیدسͬ صفحەی با محلͬ ،K ≡ ۰ با رویەای هر چرا دهید توضیح کیفͬ صورت به .۶۴ .۱ تمرین

کنید.) استناد اگرەگیم قضیه به (اشاره: است.



R۳ اقلیدسͬ فضای در رویەها .۱ فصل ۱۲

رویەها بنیادی قضیه و سازگاری معادلات ۱۴ .۱
بیان کداتسͬ⁃مایناردی و گاوس معادلات با آن ها بین سازگاری نیستند. هم از مستقل دوم و اول بنیادی فرم

ͬ شود. م

ضرایب ،(u, v) مختصات دستگاه ͷی در شهودی)). (بەطور گاوس–کداتسͬ (معادلات ۶۵ .۱ تعریف
کنند ارضا را گاوس–کداتسͬ) (معادلات جزئͬ دیفرانسیل معادلات از مجموعەای باید E,F,G, e, f, g
بیان را e, f, g و E,F,G مشتقات بین سازگاری معادلات این شوند. ناشͬ R۳ در واقعͬ رویەی ͷی از تا

ͬ کنند. م

متقارن دوخطͬ فرم دو U ⊂ R۲ باز ناحیەی روی گویی رویەها). بنیادی (قضیه ۶۶ .۱ قضیه

I = E du۲ + ۲F du dv +Gdv۲, II = e du۲ + ۲f du dv + g dv۲

که: بەطوری باشند، شده داده هموار ضرایب با

نقاط)، همەی در EG− F ۲ > ۰) باشد مثبت معین I ͷمتری ●

کنند. ارضا را گاوس–کداتسͬ معادلات E,F,G, e, f, g ضرایب ●

آنگاه:

و اول بنیادی فرم های که دارد وجود X : U → S منظم پارامترسازی و S ⊂ R۳ رویەای وجود: (الف)
باشند. II و I دقیقاً آن دوم

باشند، بنیادی فرم های همان با پارامترسازی دو X۱, X۲ : U → R۳ اگر صلب: حرکت تا یͺتایی (ب)
بەطوری که دارد وجود A : R۳ → R۳ انتقال) و دوران از (ترکیبی صلب حرکت ͷی آنگاه

X۲ = A ◦X۱.

خط انداز رویەهای ۱۵ .۱
ͷی اجتماع صورت به را آن بتوان اگر ͬ نامیم م خط انداز را S ⊂ R۳ رویەای خط انداز). (رویه ۶۷ .۱ تعریف

نگاشت اگر دقیق تر، طور به نوشت. راست خط های از خانواده

X(u, v) = c(u) + v d(u)

ͷی S = X(U) آنگاه کند، تولید منظم رویەای X که باشد داشته وجود R۳ در هموار ͬ های منحن c, d با
است. خط انداز رویه

واحد: استوانه ● مخروط). و (استوانه ۶۸ .۱ مثال

c(u) = (cos u, sin u,۰), d(u) = (۰,۰,۱),

X(u, v) = (cos u, sin u, v).

مخروط: ●
c(u) = ۰, d(u) = (cos u, sin u,۱), X(t, u) = t d(u).



۱۳ مینیمال رویەهای .۱۶ .۱

هلیͺویید (هلیͺویید). ۶۹ .۱ مثال

X(u, v) = (v cos u, v sin u, u)

است. راست خط ͷی v 7→ X(u, v) نگاشت ،u ثابت مقدار هر برای است؛ ͷکلاسی خط انداز رویه ͷی

است، خط انداز واقعاً سطح که نقطەای هر در K گاوسͬ انحنای منظم، خط انداز رویەهای برای .۷۰ .۱ قضیه
است: نامثبت

K ≤ ۰.

مینیمال رویەهای ۱۶ .۱

همەی در آن میانگین انحنای اگر ͬ شود م نامیده مینیمال S ⊂ R۳ منظم رویەی مینیمال). (رویه ۷۱ .۱ تعریف
باشد: صفر نقاط

H(p) = ۰ ∀p ∈ S.

.H = ۰ لذا و صفرند آن در اصلͬ انحنای دو هر زیرا است، مینیمال R۳ در صفحه هر (صفحه). ۷۲ .۱ مثال

است. H ≡ ۰ با اما خمیده که است مینیمال رویەای ͷکلاسی مثال هلیͺویید (هلیͺویید). ۷۳ .۱ مثال
ͬ کنند. م ارضا را H = ۰ شرط آن دوم و اول بنیادی فرم های که ͬ دهند م نشان محاسبات

زنجیرواره منحنͬ دوران از که است مینیمالͬ چرخشͬ سطح کاتنوید اشاره). − (کاتنوید ۷۴ .۱ مثال

z = cosh r

غیر مینیمال چرخشͬ سطح های صفحه، از غیر که ͬ دهد م نشان مثال این ͬ آید. م بەدست مناسب محور حول
دارند. وجود نیز بدیهͬ

بنیادی فرم های ضرایب و X(u, v) پارامترسازی با S اگر بودن). مینیمال مختصاتͬ (شرط ۷۵ .۱ قضیه
بودن: مینیمال شرط شود، داده E,F,G, e, f, g

H =
۱
۲
eG− ۲fF + gE

EG− F ۲ = ۰

معادله بنابراین است.
eG− ۲fF + gE = ۰

ͬ کند. م بیان را بودن مینیمال دیفرانسیلͬ شرط

فصل انتهای جامع تمرین های ۱۷ .۱

(پیشرفته) ⋆⋆⋆ و (متوسط) ⋆⋆ (ساده)، ⋆ نمادهای با دشواری حسب بر را تمرین ها قسمت، این در
ͬ کنیم. م مشخص



R۳ اقلیدسͬ فضای در رویەها .۱ فصل ۱۴

⋆ سطح تمرین های

هر در منظم اند. نواحͬ چه در نمایید مشخص و کنید بررسͬ را زیر پارامترسازی های .(⋆) ۷۶ .۱ تمرین
آورید: بەدست نقطه آن در را واحد نرمال و مماس فضای و کرده انتخاب دلخواه نقطەی ͷی حالت،

،X(u, v) = (u, v,۱) صفحه .۱

کروی، پارامترهای در واحد کره .۲

.X(u, v) = (u cos v, u sin v, u) مخروط .۳

:X(u, v) = (cos u, sin u, v) واحد استوانەی برای .(⋆) ۷۷ .۱ تمرین

آورید، بەدست را اول بنیادی فرم .۱

کنید. محاسبه [۰,۲π] بازەی روی را α(t) = (cos t, sin t, λt) مارپیچ منحنͬ طول .۲

⋆⋆ سطح تمرین های

ناحیه آن باشد، ثابت رویه ͷی از بازی ناحیەی روی گاوس نگاشت اگر دهید نشان .(⋆⋆) ۷۸ .۱ تمرین
است. صفحه ͷی از بخشͬ

X(u, v) = پارامترسازی با z = f(x, y) هموار تابع ͷی ͷگرافی رویەی برای .(⋆⋆) ۷۹ .۱ تمرین
دهید: نشان ،(u, v, f(u, v))

E = ۱ + f۲
u , F = fufv, G = ۱ + f۲

v .

کنید. استخراج را K,H فرمول های و بنویسید fuu, fuv, fvv حسب بر نیز را دوم بنیادی فرم

⋆⋆⋆ سطح تمرین های
چرخشͬ رویەی برای .(⋆⋆⋆) ۸۰ .۱ تمرین

X(u, v) = (r(u) cos v, r(u) sin v, z(u)),

کنید، محاسبه را اول بنیادی فرم .۱

آورید، بەدست را دوم بنیادی فرم .۲

H = ۰ شرط از را کاتنوید) (مانند چرخشͬ مینیمال رویەهای تولیدکنندەی دیفرانسیلͬ معادلەی .۳
کنید. استخراج

رویەها فصل برای پیشنهادی اشͺال



۱۵ فصل انتهای جامع تمرین های .۱۷ .۱

p TpS

N(p)

واحد. نرمال بردار همراه به p نقطەی در مماس صفحەی و واحد کره :۱ .۱ شͺل

استوانەی واحد

.K = ۰ با خط انداز رویەی ͷکلاسی مثال بەعنوان واحد استوانەی :۲ .۱ شͺل

راس. در غیرمنظم نقطەی با خط انداز رویەی مثال بەعنوان راست مخروط :۳ .۱ شͺل

.R۳ در مینیمال و خط انداز رویەای هلیͺویید: :۴ .۱ شͺل



R۳ اقلیدسͬ فضای در رویەها .۱ فصل ۱۶

ثابت. گاوسͬ انحنای مطالعه برای ͷکلاسی نمونەای چرخشͬ؛ سطح بەعنوان کره :۵ .۱ شͺل



۲ فصل

R۳ اقلیدسͬ فضای در خم ها

مقدمه
R از بازەای از نگاشتͬ بەعنوان خم تعریف از پس ͬ پردازیم. م R۳ در هموار خم های مطالعەی به فصل این در
و بینورمال) و اصلͬ نرمال مماس، (بردارهای فرنه فریم انحنا، قوس، طول پارامتر خم، طول مفاهیم ،R۳ به

ͬ کنیم. م معرفͬ را پیچش
بەصورت انتها، در ͬ کنیم. م بررسͬ را تخت خم های و دایرەای مارپیچ دایره، مانند ͷکلاسی مثال های سپس
پیوند تا ͬ کنیم م معرفͬ اویلر–لاگرانژ) جزییات به ورود (بدون را ژئودزیͷ ها و رویه روی خم های مقدماتͬ

شود. برقرار رویەها فصل با طبیعͬ

منظم و هموار خم های ۱ .۲

هموار نگاشت R۳ در (پارامتری) خم ͷی .(R۳ در (خم ۱ .۲ تعریف

α : I → R۳

t ∈ I هر برای α(t) = (x(t), y(t), z(t)) بردار است. ((a, b) (مثلا́ باز بازەی ͷی I ⊂ R آن در که است
ͬ کند. م تعیین را خم از نقطەای

مشتق پذیر کافͬ تعداد به α اگر ͬ نامیم م هموار را α : I → R۳ خم منظم). و هموار (خم ۲ .۲ تعریف
،t ∈ I تمام در اگر است منظم خم باشد. (k ≥ ۲ با Ck (معمولا˟

α′(t) 6= ۰.

تعریف نشده حرکت جهت صورت این غیر در ͬ شود؛ م خم «ایستادن» از مانع بودن منظم شرط .۳ .۲ نکته
بود. خواهد

نگاشت راست). (خط ۴ .۲ مثال

α(t) = p+ t v, t ∈ R

مشتق است. منظمͬ و هموار خم است، v 6= ۰ و ثابت p, v ∈ R۳ آن در که

α′(t) = v

است. ناصفر و ثابت همەجا در

۱۷



R۳ اقلیدسͬ فضای در خم ها .۲ فصل ۱۸

پارامترسازی با xy صفحەی در واحد دایرەی واحد). (دایرەی ۵ .۲ مثال

α(t) = (cos t, sin t,۰), t ∈ R

مشتق است؛ منظم و هموار خم ͷی

α′(t) = (− sin t, cos t,۰)

ͬ شود. نم صفر هرگز

β ͬ گوییم م باشند، خم دو β : J → R۳ و α : I → R۳ اگر (بازپارامتری سازی). ۶ .۲ تعریف
دیفئومورفͬ و صعودی اکیداً هموار، نگاشت اگر است α بازپارامتری سازی

ϕ : J → I

که بەطوری باشد داشته وجود
β(s) = α(ϕ(s)).

عوض را مسیر کردن طͬ سرعت فقط بلͺه ͬ دهد، نم تغییر را خم هندسͬ جهت بازپارامتری سازی .۷ .۲ نکته
ͬ کند. م

ساده کاربردهای و صفحەای خم های ۱ .۱ .۲

خم پارامتری). گراف بەصورت (خم ۸ .۲ مثال

α(t) = (t, f(t),۰)

سیستم ها پاسخ ͬ های منحن تحلیل در و توابع نمودار رسم در خم ها نوع این دارد. قرار xy یا xz صفحەی در
ͬ روند. م بەکار

وصلەای صورت به اغلب خم ها عملͬ، کاربردهای در ساده)). splines) چندجملەای (پارەخم های ۹ .۲ مثال
مثلا́ ͬ شوند. م تعریف چندجملەای ها از

α(t) =

{
(t, t۲,۰) ۰ ≤ t ≤ ۱,
(۱ + (t− ۱),۱ + (t− ۱),۰) ۱ ≤ t ≤ ۲.

نیست. هموار لذا دارد؛ جهشͬ آن مشتق ولͬ است، پیوسته t = ۱ در خم این

استفاده مͺعبی اسپلاین های از کامپیوتری)، ͷگرافی در (مثلا́ هموار ͬ های منحن طراحͬ در .۱۰ .۲ نکته
دقیق تر تعریف نیازمند خم ها این هندسەی مطالعەی ͬ کنند. م تضمین را دوم مشتق تا پیوستگͬ که ͬ شود م

است. اتصال نقاط در منظم بودن و همواری

قوس طول پارامتر و خم طول ۲ .۲

صورت به [a, b] بازەی روی آن طول باشد، منظمͬ خم α : [a, b] → R۳ اگر خم). (طول ۱۱ .۲ تعریف

L(α) =

∫ b

a

‖α′(t)‖ dt

ͬ شود. م تعریف



۱۹ قوس طول پارامتر و خم طول .۲ .۲

منظم خم از همواری بازپارامتری سازی β اگر بازپارامتری سازی ها). برای خم طول (ناقص بودن ۱۲ .۲ گزاره
متناظر، بازەی هر برای یعنͬ ͬ ماند. م ثابت خم هندسͬ طول آن گاه باشد، α

L(α|[t۱,t۲]) = L(β|[s۱,s۲]),

.ϕ(s۲) = t۲ و ϕ(s۱) = t۱ اینکه بر مشروط

مشتق ،β(s) = α(ϕ(s)) اگر اثبات.

β′(s) = α′(ϕ(s))ϕ′(s).

پس
‖β′(s)‖ = ‖α′(ϕ(s))‖ ϕ′(s),

ͬ شود. م حاصل نتیجه t = ϕ(s) متغیر تغییر با و

تابع باشد. ثابت t۰ ∈ I و بͽیرید نظر در را α : I → R۳ منظم خم قوس). طول (پارامتر ۱۳ .۲ تعریف

s(t) =

∫ t

t۰

‖α′(τ)‖ dτ

به را t ͬ توان م و است صعودی اکیداً تابعͬ s آنگاه ،‖α′(t)‖ > ۰ اگر ͬ شود. م نامیده t تا t۰ از قوس طول
جدید خم .t = t(s) یعنͬ نوشت، s از تابعͬ صورت

γ(s) = α(t(s))

ͬ نامیم. م قوس طول پارامتر با خم بازپارامتری سازی را

همەی برای آنگاه است، شده پارامترسازی قوس طول پارامتر با که باشد منظمͬ خم γ(s) اگر .۱۴ .۲ گزاره
داریم s

‖γ′(s)‖ = ۱.

،t هر ازای به ،s(t) تعریف از اثبات.
ds

dt
= ‖α′(t)‖ .

ͬ دهد: م زنجیرەای مشتق ،γ(s) = α(t(s)) اگر

γ′(s) = α′(t(s))
dt

ds
.

،ds
dt

= ‖α′(t)‖ که آنجا از
dt

ds
=

۱
‖α′(t)‖

,

لذا و
‖γ′(s)‖ = ‖α′(t(s))‖ ۱

‖α′(t(s))‖
= ۱.

برای (بەویژه هندسͬ فرمول های از بسیاری است؛ خم روی پارامتر ͬ ترین طبیع قوس طول پارامتر .۱۵ .۲ نکته
ͬ شوند. م سادەتر پارامتر این در پیچش) و انحنا



R۳ اقلیدسͬ فضای در خم ها .۲ فصل ۲۰

خم طول تکمیلͬ تمرین های

خم طول .(⋆) ۱۶ .۲ تمرین

α(t) = (t, t۲,۰)

کنید.) استفاده
∫ ۱

۰
√

۱ + ۴t۲ dt انتگرال از (راهنما: کنید. محاسبه [۰,۱] بازەی روی را

[s۱, s۲] بازەی هر برای آنگاه باشد، شده داده قوس طول پارامتر با γ(s) اگر دهید نشان .(⋆⋆) ۱۷ .۲ تمرین
داریم

L(γ|[s۱,s۲]) = s۲ − s۱.

خم .(⋆⋆⋆) ۱۸ .۲ تمرین

α(t) = (et cos t, et sin t,۰)

ͬ توانید م ولͬ نیست، بیان قابل بسته بەصورت قوس طول با بازپارامتری سازی دهید نشان بͽیرید. نظر در را
کنید. بررسͬ را آن کیفͬ خواص و نوشته را s(t) دیفرانسیلͬ معادلەی

اصلͬ نرمال بردار و انحنا مماس، بردار ۳ .۲
است: شده داده s قوس طول پارامتر با خم ͬ کنیم م فرض بخش این در

γ : I → R۳, γ = γ(s), ‖γ′(s)‖ = ۱.

صورت به s در γ خم واحد مماس بردار واحد). مماس (بردار ۱۹ .۲ تعریف

T(s) = γ′(s)

ͬ شود. م تعریف

با s در خم انحنای (انحنا). ۲۰ .۲ تعریف

κ(s) = ‖T′(s)‖ = ‖γ′′(s)‖

ͬ دهد. م نشان را خم خم شدن جهت باشد، κ(s) > ۰ اگر ͬ شود. م تعریف

بردار ،κ(s) > ۰ اگر اصلͬ). نرمال (بردار ۲۱ .۲ تعریف

N(s) =
T′(s)

‖T′(s)‖
=

γ′′(s)

κ(s)

است. s در خم اصلͬ نرمال بردار

و 〈T(s),T(s)〉 = ۱ بنابراین است، واحد T(s) بردار .۲۲ .۲ نکته

〈T′(s),T(s)〉 = ۰.

ͬ دهد. م رخ اصلͬ نرمال جهت در همیشه مماس جهت تغییر یعنͬ است؛ عمود T(s) بر T′(s) نتیجه در



۲۱ اصلͬ نرمال بردار و انحنا مماس، بردار .۳ .۲

خم واحد). (دایرەی ۲۳ .۲ مثال

γ(s) = (cos s, sin s,۰)

داریم .(‖γ′(s)‖ = ۱ (چون است شده داده قوس طول پارامتر با

T(s) = γ′(s) = (− sin s, cos s,۰),

T′(s) = (− cos s,− sin s,۰).
پس

κ(s) = ‖T′(s)‖ = ۱,
و

N(s) = T′(s) = (− cos s,− sin s,۰).
است. ۱ با برابر و ثابت انحنا مثال این در

خم برای راست). (خط ۲۴ .۲ مثال

γ(s) = p+ s v, ‖v‖ = ۱,

داریم
T(s) = v, T′(s) = ۰,

پس
κ(s) = ۰.

است. هندسͬ انحنای بدون خم راست خط بنابراین

α′(t) 6= و باشد شده داده t عمومͬ پارامتر با α(t) خم اگر عمومͬ). پارامتر برای انحنا (فرمول ۲۵ .۲ گزاره
بەصورت t در انحنا آنگاه ،۰

κ(t) =
‖α′(t)× α′′(t)‖

‖α′(t)‖۳

است. محاسبه قابل

و t به نسبت مشتقات بین رابطەی از استفاده و قوس طول با بازپارامتری سازی بر مبتنͬ اثبات ایدەی اثبات.
ͬ آید. م بەدست خارجͬ ضرب خواص و زنجیرەای قانون اعمال با فرمول این است؛ s

انحنا تکمیلͬ تمرین های
خم برای .(⋆) ۲۶ .۲ تمرین

α(t) = (t, t۲,۰)

فرمول از استفاده با t حسب بر را انحنا

κ(t) =
‖α′(t)× α′′(t)‖

‖α′(t)‖۳

کنید. محاسبه



R۳ اقلیدسͬ فضای در خم ها .۲ فصل ۲۲

(راهنما: ͬ گیرد. م قرار راست خط ͷی در خم آنگاه باشد، κ(t) ≡ ۰ اگر دهید نشان .(⋆⋆) ۲۷ .۲ تمرین
قوس.) طول پارامتر در T′(s) = ۰ که کنید استفاده واقعیت این از

خم .(⋆⋆⋆) ۲۸ .۲ تمرین

α(t) = (a cos۳ t, a sin۳ t,۰)

است. صفحەای آستروئید ͷی که بͽیرید نظر در را

دارد). نیاز دقت که پارامترهایی در جز (به است منظم خم دهید نشان .۱

کنید. تحلیل گوشەها ͬͺنزدی در را آن رفتار و محاسبه t حسب بر را انحنا .۲

پیچش و فرنه فریم ۴ .۲

«خروج یعنͬ سوم جهت به اصلͬ، نرمال و مماس بر علاوه فضا، در خم موضعͬ رفتار دقیق تر توصیف برای
داریم. نیاز نوسان» صفحەی از

نظر. مورد بازەی روی κ(s) > ۰ و است شده داده قوس طول پارامتر با خم ͬ کنیم م فرض بخش این در

:s در خم بینورمال بردار بینورمال). (بردار ۲۹ .۲ تعریف

B(s) = T(s)×N(s).

مجموعەی ،s هر برای .۳۰ .۲ گزاره

{T(s),N(s),B(s)}

ͬ دهد. م تشͺیل R۳ برای (اورنون) متعامد⁃واحد پایەی ͷی

معادله از که است τ(s) حقیقͬ مقدار s در خم پیچش باشد، داشته وجود B′(s) اگر (پیچش). ۳۱ .۲ تعریف

B′(s) = −τ(s)N(s)

ͬ آید. م بەدست

داریم: T,N,B فرنه فریم و κ(s) > ۰ با γ(s) منظم خم برای فرنه–سره). (معادلات ۳۲ .۲ قضیه
T′(s) = κ(s)N(s),

N′(s) = −κ(s)T(s) + τ(s)B(s),

B′(s) = −τ(s)N(s).

دقیق تر، بەطور ͬ کنند؛ م تعیین کامل بەطور را خم موضعͬ هندسͬ اطلاعات τ(s) و κ(s) تابع دو .۳۳ .۲ نکته
است. یͺتا صلب حرکت تا خم اولیه، شرایط و κ, τ دانستن با که ͬ کند م بیان خم ها بنیادی قضیەی

داده I بازەای روی τ(s) و κ(s) > ۰ هموار توابع گویی فضایی). خم های بنیادی (قضیەی ۳۴ .۲ قضیه
آنگاه: باشند. شده

است. τ آن پیچش و κ آن انحنای که دارد وجود γ : I → R۳ منظمͬ و هموار خم وجود: (الف)

حرکت ͷی آنگاه باشند، یͺسان پیچش های و انحنا با خم دو γ۲ و γ۱ اگر صلب: حرکت تا یͺتایی (ب)
بەطوری که دارد وجود A : R۳ → R۳ صلب

γ۲ = A ◦ γ۱.



۲۳ ͷکلاسی مثال های .۵ .۲

ͷکلاسی مثال های ۵ .۲

R شعاع دایرەی ۱ .۵ .۲

بͽیرید: نظر در را xy صفحەی در R > ۰ شعاع دایرەی .۳۵ .۲ مثال

α(t) = (R cos t, R sin t,۰), t ∈ R.

ابتدا
α′(t) = (−R sin t, R cos t,۰), α′′(t) = (−R cos t,−R sin t,۰).

داریم
‖α′(t)‖ = R, ‖α′(t)× α′′(t)‖ = R۲.

پس

κ(t) =
‖α′ × α′′‖
‖α′‖۳ =

R۲

R۳ =
۱
R
.

است. تخت خم یعنͬ است؛ صفر τ پیچش داد نشان ͬ توان م است. ۱/R با برابر و ثابت انحنا

دایرەای مارپیچ ۲ .۵ .۲
خم دایرەای). (مارپیچ ۳۶ .۲ مثال

α(t) = (a cos t, a sin t, bt), a > ۰, b 6= ۰,

ͬ دهند م نشان محاسبات است. دایرەای مارپیچ ͷی

κ(t) =
a

a۲ + b۲ , τ(t) =
b

a۲ + b۲ ,

است. ثابت پیچش و انحنا با فضایی خم دایرەای مارپیچ بنابراین ثابت اند. دو هر که

تخت خم های ۳ .۵ .۲

(مثلا́ اقلیدسͬ صفحەی ͷی در آن تصویر تمام اگر ͬ گوییم م تخت را γ خم تخت). (خم ۳۷ .۲ تعریف
.τ ≡ ۰ است: صفر همەجا در آن پیچش معادلا˟، گیرد. قرار (ax+ by + cz = d صفحەی

ͬ گیرد. م قرار صفحه ͷی در خم تصویر آنگاه باشد، τ ≡ ۰ پیچش دارای γ منظم خم اگر .۳۸ .۲ گزاره

(مقدماتͬ) ژئودزیͷ ها و رویەها روی خم ها ۶ .۲

ͬ کنیم. م مطرح مقدماتͬ بەطور را رویەها و فضایی خم های بین ارتباط بخش این در

خم ͷی باشد، منظم رویەای S ⊂ R۳ اگر رویه). روی (خم ۳۹ .۲ تعریف

γ : I → S

برقرار γ(I) ⊂ S شرط یعنͬ ͬ شود. م نامیده رویه روی خم دارند، قرار S در مقادیرش R۳ در بردارش که
است.
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داریم s هر برای باشد، هموار γ : I → S اگر رویه). به مماس (بردار ۴۰ .۲ تعریف

γ′(s) ∈ Tγ(s)S.

دارد. قرار نقطه آن در رویه مماس صفحەی در رویه، نقطه هر در خم مماس بردار یعنͬ

راست» «خطوط شبیه شهودی بەطور که هستند ژئودزیͷ ها رویه، ͷی روی خم ها مهم کلاس های از ͬͺی
رویەاند.

هموار خم شهودی). بیان − ͷژئودزی) ۴۱ .۲ تعریف

γ : I → S

نقطەی دو بین دیͽر، بەعبارت کند. کمینه را ͷنزدی نقاط بین مسیر طول محلͬ بەطور اگر ͬ نامیم م ͷژئودزی را
است. موضعͬ) معنای (در خم کوتاەترین ͷژئودزی ،S روی ͷنزدی بسیار

از عبوری صفحات با کره تقاطع دقیقاً ژئودزیͷ ها واحد، کرەی روی کره). روی (ژئودزیͷ ها ۴۲ .۲ مثال
ژئودزیͷ اند. نصف النهارها و استوا خط مثال، برای ͬ نامند. م عظیمه دایرەهای را ͬ ها منحن این هستند؛ مبدأ

خم هایی بەعنوان ژئودزیͷ ها دیفرانسیل، هندسەی کامل تر چارچوب در رویەها). فصل با (ارتباط ۴۳ .۲ نکته
است. صفر ͷمتری به نسبت شتاب یعنͬ باشد، رویه نرمال راستای در همیشه آن ها شتاب که ͬ شوند م تعریف
فصل این سطح از فراتر که ͬ شود، م حاصل اویلر–لاگرانژ معادلات و اول بنیادی فرم از استفاده با دیدگاه این

است.

ساده محاسباتͬ مثال استوانه: روی ژئودزیͷ ها ۱ .۶ .۲
پارامترسازی با واحد استوانەی

X(u, v) = (cos u, sin u, v)

اول بنیادی فرم بͽیرید. نظر در را
I = du۲ + dv۲

است. (u, v) در اقلیدسͬ ͷمتری همان استوانه روی ͷمتری بنابراین است،
ژئودزیͷ های باید (u, v) پارامتر صفحەی در راست» «خطوط است، ثابت (u, v) در ͷمتری چون .۴۴ .۲ نکته

باشند. استوانه

صورت به (u, v) صفحەی در راست خطوط استوانه). (ژئودزیͷ های ۴۵ .۲ مثال

u(t) = at+ u۰, v(t) = bt+ v۰

شͺل با خم هایی استوانه روی خطوط این تصویر هستند.

γ(t) = X(u(t), v(t)) = (cos(at+ u۰), sin(at+ u۰), bt+ v۰)

استوانەاند. ژئودزیͷ های مارپیچ ها این استوانەاند. روی مارپیچ هایی که است

خم اگر دهید نشان .(⋆⋆) ۴۶ .۲ تمرین

γ(t) = X(u(t), v(t))

باشند. t در خطͬ باید v(t) و u(t) آنگاه باشد، ͷژئودزی واحد استوانەی روی



۲۵ فصل انتهای جامع تمرین های .۷ .۲

فصل انتهای جامع تمرین های ۷ .۲

ͬ کنیم. م طبقەبندی دشواری حسب بر را تمرین ها ادامه در

⋆ سطح تمرین های

روی خم طول بودن، منظم صورت در خیر. یا منظم اند آیا کنید تعیین زیر خم های برای .(⋆) ۴۷ .۲ تمرین
کنید: محاسبه را دادەشده بازەی

،[۰,۱] روی α(t) = (t۲, t۳,۰) .۱

.[۰,۲π] روی α(t) = (cos t, sin t, t) .۲

،R شعاع دایرەی برای .(⋆) ۴۸ .۲ تمرین

α(t) = (R cos t, R sin t,۰),

بەصورت t با s قوس طول پارامتر دهید نشان

s = Rt

بنویسید. را قوس طول با پارامترسازی و است مرتبط

⋆⋆ سطح تمرین های
خم برای .(⋆⋆) ۴۹ .۲ تمرین

α(t) = (a cos t, a sin t, bt)

برداری فرمول های از استفاده با را پیچش و انحنا

κ =
‖α′ × α′′‖
‖α′‖۳ , τ =

det(α′, α′′, α′′′)

‖α′ × α′′‖۲

دهید. نشان را آن ها بودن ثابت و کنید محاسبه

داشته قرار ثابت صفحەای در قوس) طول پارامتر (با γ(s) هموار خم اگر دهید نشان .(⋆⋆) ۵۰ .۲ تمرین
است. صفر جا همه در τ(s) آن پیچش آنگاه باشد،

⋆⋆⋆ سطح تمرین های

انحنا τ(s) و κ(s) > ۰ و شده داده قوس طول پارامتر با γ(s) خم کنید فرض .(⋆⋆⋆) ۵۱ .۲ تمرین
است. دایرەای مارپیچ ͷی صلب حرکت تا خم آنگاه باشند، ثابت τ و κ اگر دهید نشان باشند. آن پیچش و

کنید.) حل را فرنه–سره معادلات (راهنما:

(در ͷژئودزی خم این اگر دهید نشان بͽیرید. نظر در را واحد کرەی روی خم ͷی .(⋆⋆⋆) ۵۲ .۲ تمرین
کنید.) استدلال کیفͬ صورت (به باشد. عظیمه دایرەی باید آنگاه باشد، مسیر) کوتاەترین موضعاً معنای

خم ها فصل برای پیشنهادی اشͺال
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x

y

N

T
γ(s)

نقطه. ͷی در اصلͬ نرمال و مماس بردارهای نمایش و دایره :۱ .۲ شͺل

−۱

۱−۱ −۰٫۵
۰٫۵ ۱

۲

۴

۶

x

y

z

ثابت. پیچش و انحنا با فضایی خم بەعنوان دایرەای مارپیچ :۲ .۲ شͺل

x

y

γ

است. صفر جا همه در پیچش صفحه؛ ͷی در تخت خم :۳ .۲ شͺل

γ

T

N

T
N

T

N

سادگͬ). برای دوبعدی (طرح فضایی خم ͷی روی فرنه فریم ͷشماتی نمایش :۴ .۲ شͺل
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